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1 JOHDANTO

Putkikellot kuuluvat lydomaésoitinten ryhméén. Putkikellot koostuvat eripituisista
viritetyistd metalliputkista. Ne on tavallisesti valmistettu messingistd. Putket ovat
yleensi halkaisijaltaan 30-40mm ja pituudeltaan 75-155cm. Aini syntyy, kun putkia
lyddddn pienelld nahka- tai muovivasaralla. Viitteet [1], [2] ja [3].

Virdhtelevin palkin teorian [4] avulla tietylle frekvenssille viritettdvan putken pituus
voidaan laskea eri reunaechtoja vastaamaan. Virdhtelevian palkin osittaisdifferentiaali-
yhtdlo voidaan ratkaista ns. muuttujien erottamiskeinoa kiyttden. Se johtaa transken-
denttifunktioon (16), jonka ratkaisu méérittdd putken pituuden kaavan (22) avulla.

2 VARAHTELEVAN PALKIN TEORIAA

Teknillisen taivutusopin perusteet 10ytyvét helposti kirjallisuudesta [4]. Tarkastellaan
infinitesimaalista dx-pituista palkkialkiota, johon vaikuttaa momentti M, leikkausvoima
0 ja ulkoinen kuormitus p.

Palkkialkion tasapainosta saadaan yhtdlot

dM

dx =9 @
dQ _

P (2)

Olkoon E palkin materiaalin kimmokerroin ja o sen tiheys. Palkin poikkileikkauksen

muoto ja koko mddrittdd palkin jayhyysmomentin / ja pinta-alan 4. Merkitddn x-
derivaattaa pilkulla ja #- eli aikaderivaattaa pisteelld taipuman y paélla.

Teknillinen taivutusoppi antaa yhtalot

M =-EIy" 3)
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p=-pAy “)
Yhtilo (4) on palkin massan hitaudesta johtuva kuormitustermi. Sijoitetaan yhtdlo (1)

yhtdloon (2) ja sithen sitten yhtdlot (3) ja (4). Paddytddn vakiopoikkipintaisen palkin
poikittaisvardhtelyjen osittaisdifferentiaaliyhtal6on

j}(t,x)+§—2y"”(t,x)=0 (5)

3 MUUTTUJIEN EROTTAMINEN

Niin sanottu muuttujien erottaminen on osoittautunut tehokkaaksi keinoksi
vardhtelyprobleemoiden kisittelyssé. Etsitddn yhtdlon (5) ratkaisua muodossa

j}(t,x)+§—2y"”(t,x)=0 (6)

Sijoitetaan tdma yhtdloon (5) ja jaetaan tulolla 7Y

), 20

T(e) p4 ¥(x)

=0 ()

Yhtdlo hajoaa kahden termin summaksi, joista ensimmadinen riippuu vain ajasta ¢ ja
toinen paikkakoordinaatista x. Tdmi on mahdollista vain, jos kumpikin termi on vakio.

Saadaksemme  ajasta  harmonisesti  riippuvan ratkaisun  merkitddn  ensin
separoimisparametri

(¢)/7(t)= -0’ )
joka antaa ratkaisut sin @t ja cos wr .

Toiseksi x:std eli paikasta riippuvaksi yhtéloksi tulee

nn pAa)z
Y (x)- Y(t)=0 10
(1)- 2221 1) (10
Kéytetddn lyhennysmerkintid
4 2
B\ _pdw (11)
) EI

rx

Yritetddn koeratkaisua Y(x) =¢™ ja sijoitetaan yhtdloon (10). Saadaan tulos

[r4 —(/3’/1)4]Y(x) =0, joka toteutuu, jos vakio r saa arvot r,, == B/l tai r,, ==if/I.
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Paikasta riippuva osuus Y(x) muodostuu funktioista
Y(x)= Acosh(Bx/1)+Bcos(Bx/l)+Csinh(Bx/l)+ Dsin(Sx/1) (12)

4 REUNAEHDOT MAARITTAVAT OMINAISMUODOT

Kiinnitystavasta johtuen palkilla on ripustuspisteessd x =0 nivel, jossa sekd taipuma
ettd momentti havidvét eli kaavojen (12) ja (3) mukaan ehdot ovat

Y(0)=0 =4+B=0 ja Y"(0)=0 =4-B=0 tulos on A=B=0 (13)

Vapaassa alapddssd x =/ havidvit sekd momentti ettd leikkausvoima eli kaavojen (1) ja
(3) perusteella ehdot ovat

Y'(I)=0 =Csinhf-Dsinf=0 ja Y"(/)=0 =>Ccoshf-Dcosf=0 (14)

Niama ehdot toteutuvat, jos yhtd aikaa on voimassa

C _sinff cosf

=———= (15)
D sinhf coshp
Tama on mahdollista, jos S on transkendenttisen yhtdlon
tan f = tanh 8 (16)

juuri. Kuten seuraavasta kuvasta ndhdéén, on tilld yhtilolla d4rettdmédn monta juurta

tan [B] Ja tanh [B]

10

5
: : : : — B
10 5 20 25
-5

Kuva 1. Yhtdilon tan f = tanh f juuret.

Taulukko 1. Yhtdlon (16) kuusi ensimmaisti juurta

ﬂl ﬁZ /53 /3)4 /3)5 /))6
3,9266 17,0686 10,2102 13,3518 16,4934 19,6350
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Koska tanh  —1 kun 1 on suuri, saadaan juuret ensimmadistd ehkéd lukuun ottamatta

likikaavasta tan 8, =1. Ne siis ovat
B =(i+1/4)x (17)

Tama likikaava antaa ensimmadisen juuren kohdalla liian suuren arvon. Sen jédlkeen ero

on korkeintaan luokkaa 1077, eli merkityksetdn. Virihtely-yhtilon (5) ratkaisu voidaan
nyt ehdon (15) ja uusien integroimisvakioiden 4 ja B avulla esittdd sarjamuodossa

n

y(t,x) = 2 (Al. sinwt + B, cos a)l.t) [sin/;’l. sinh(ﬂl_x/l)+ sinh £, sin(/g’l.x/l)] (18)

Téassd on moodin muotoa esittava funktio
Y,(x)=sin B sinh(Bx/I)+sinh g sin(Bx/1) (19)

Separoimisparametri o, riippuu merkinnén (11) perusteella ominaisarvosta g, eli

2 a0 BT
l@—ﬁi\ﬁ\g (20)

Reunaehdot méérittivdt frekvenssit ja ominaismuodot mutta alkuehdot méérittaisivat
vardhtelyjen amplitudin. Amplitudia ei useinkaan tarvitse ratkaista.

Seuraavassa kuvassa niemme kolme ensimmdistdi moodia kaavasta (19) sinh g :lla
skaalattuina

moodit

Kuva 2. Virdhtelyprobleeman kolme ensimmdistd skaalattua moodia.



PUTKIKELLON SUUNNITTELU Ranta

5 PUTKEN PITUUDEN JA VARAHDYSLUVUN VALINEN YHTEYS

Koska @ =27 f, saadaan kaavasta (20) putken pituuden ja frekvenssin neliojuuren

7 1/2
ﬁg an

Tastd kaavasta ndhdéddn, ettd putken pituuden ja sen ensimmdisen vérdhdysluvun

vilinen riippuvuus

nelidjuuren tulo riippuu tuentatavasta johtuvasta vakiosta /3’1/ N2 =1,56649 seki
ddnennopeudesta ¢ =./E/p palkin materiaalissa ja poikkileikkauksen geometriasta

JI/A.
6 ESIMERKKI

Valitaan materiaaliksi messinkiputki, jonka seindmén paksuus on A =10mm ja
ulkohalkaisija on D=40mm . Talloin on sisdhalkaisija d=D-2h=20mm .

Poikkileikkauksen geometriasta johtuva vakio on ///4 =11,2mm. Ainen nopeus
messingisséd on ¢ =,/E/p =4700m/s.

Valitut vardhdysluvut seka niitd vastaavat putken pituudet kaavasta (21), kun i =1, ovat
seuraavassa taulukossa

Taulukko 2. Ensimmaéisen védrdhdysluvun ja putken pituuden vilinen riippuvuus

f[Hz] 2616 293,7 329,6 3492 392,0 440,0 493,9
I[mm] 702,1 662,6 6255 607,7 573,5 541,3 5110

Sama asia nikyy my0s seuraavassa kuvassa

-1 [mm ] Putkien pituudet
""" f[Hz ]

f B00 390 400 450
-100 |
-200 F
-300 |

-400 |

-500 F

-600 F | —

-700 F

Kuva 3. Esimerkissd lasketut putken pituudet frekvenssin funktiona.
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Normaalia kuuloaluetta 20-15000Hz vastaavat putkien pituudet ndhddén seuraavassa
kuvassa.

S B G * i —— f[Hz
20p0 40i0 \6000 8000 lﬁ)O 12000 14000J

-200

~

-400

-600

-800 |/

Kuva 5. Thmisen kuulon aluetta 20-15000Hz vastaavat esimerkin putkien pituudet.

Kuvasta 5 ndhdddn miten matalat d4net vaativat pitkdn putken esim. 20Hz vaatii
2539,15mm mutta 15000Hz vain 92,72mm. Korkeilla taajuuksilla erot putkien
pituuksissa ovat pienet

7 LOPPUSANAT

Tasséd esimerkkind esitetyn kellopelin rakentaminen onnistuu osaavan késissd sopivista
hukkaputkista, jolloin kustannukset ovat pienet. Lopputuloksen voi virittda
haluamalleen virdhtelyalueelle. Liian ohutseindisid putkia tulee valttdd, jottei niissa
syntyisi ddnté héiritsevid kuorivérdhtely;ja.
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