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1 JOHDANTO

Usellla fysiikan osa-alueilla on keskeisté tutkia &anemeinista elastisessa véliainees-
sa. Naita tutkimuskohteita ovat esimerkiksi ultradanen@minen ihmisen luissa tai au-
ton rungon varahtelyt. Viime vuosikymmenten aikana ussit@eerisia menetelmia on
esitetty edella mainittujen ongelmien ratkaisemiseksinmterkkeind kaytetyista mene-
telmista mainittakoon differenssi-, aarellisten elertient ja sddemenetelma. Kuitenkin
valitettavan usein (varsinkin korkeilla taajuuksilla jaomimutkaisissa geometrioissa)
perinteiset lahestymistavat tuottavat liian epatarkkajkaisuja tutkittaville ongelmille.

Yksi lupaava lahetysmistapa tutkimaan aaltoilmitita edessa valiaineessa on epajat-
kuva Galerkinin menetelmgng. discontinuous Galerkin (DG) method). Tassa tydssa
DG menetelmaa kaytetaan paikkaderivaattojen ja Crankidboq CN) menetelmaa ai-
kaderivaattojen laskentaan. Kaytetyssa mallissa polykentnan asteluku valitaan erik-
seen jokaiselle laskentahilan elementille. Kantafunétéo asteluvun valintakriteerin
tavoitteena on tuottaa ratkaisulle vakiosuuruinen vabketriippumatta kaytetysta hilas-
ta.

2 ELASTINEN AALTOYHTALO (3D)

Elastinen aaltoyhtald isotrooppiselle valiaineelle aad kirjoittaa lineaarisena hyper-
bolisena systeemina [1, 2, 3]

=/ (1)

MISS&r = (711, T2, T33, T12, T23, T13, U1, U2, ug)T (T tarkoittaa transpoosia). Systeemissa
(1) t on aika,z, paikka, 1, 92 ja 133 ovat jannityksen normaalit komponentitg, 703

ja 113 ovat jannityksen pinnansuuntaiset komponentitu, ja us nopeuskomponentit
ja f tilavuuslahde.
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Hyperbolisessa systeemissa (1) matriisit ¢ = 1, 2, 3 ovat kooltaar® x 9. Esimerkkina
tarkastellaan matriisidl; nollasta poikkeavia arvoja, jotka ovat

AT = A(3,7) = =\, A7) = — (A +20),
A1(47 8) = A1(77 9) =M A1<7a 1) = A1(874) = A1(97 5) = _p—17

missa\ ja p ovat Lamé vakioita ja on valiaineen tiheys. Matriisitl, ja A3 sisaltavat
samat nollasta poikkeavat arvot, mutta eri paikoissa [1E8ElleenP- ja S- aaltojen
nopeudet voidaan esittdéd Lamé vakioiden ja valiaineegdiéye avulla seuraavasti

cp =P t(A+2n) ja co=+plp (2)

Elastiselle aaltoyhtaldlle voidaan kirjoittaa laaja n#érilaisia reunaehtoja ja edelleen
reunaehdoille on lukuisia tulkintoja. Kattavampi yleitda@us aaltoilmidista elastisessa
valiaineessa ja naiden ilmididen fysikaalisista ominaksista on esitetty lahteessa [1].

3 EPAJATKUVA GALERKININ MENETELMA

DG menetelma julkaistiin ensimmaisen kerran vuonna 198aksimoimaan neutro-
nien kulkeutumista kuvaavaa yhtéloa [4]. Alkuperdisekgigun jalkeen DG menetel-
man kayttd on yleistynyt huomattavasti ja néin ollen sentdsiy on olemassa useita
satoja tieteellisia julkaisuja. Nykyisin DG lahestymizaa on sovellettu useille fysiikan
osa-alueille, joista esimerkkeina mainittakoon sahkémeékka [5], virtauslaskenta [6]
ja elastiikka/akustiikka [7, 3].

DG menetelméan kayttoon liittyy merkittavia etuja peristei laskentamalleihin verrat-

tuna. Esimerkkeina mainittakoon erityinen matriisirakenjonka johdosta muistin tar-

vetta laskennassa on pystytty ratkaisevasti vahentaméaesaalta menetelma on helppo
rinnakkaistaa, joka on edellytys suurten ongelmien tehakka mallinnuksessa.

4 NUMEERISET ESIMERKIT

Seuraavissa kappaleissa tarkastellaan elastisen daltnylnumeerisia ratkaisuja 2D ja
3D ongelmissa. Esimerkkien tavoitteena on havainnodlig@ytetyn DG menetelméan
etuja matemaattisessa mallinnuksessa.

Tyossa tarkastellaan ajansuhteen riippuvia ratkaisajanjtulee aika-askeleen pituus
kiinnittda kayttden Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) lukua.ldBku voidaan kirjoittaa
yhtdldomuodossa seuraavasti

CFL = 6; max{cs,}h,i (3)

min?

2
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misséd; on aika-askeleen pituusyax{c,,} on suurin esimerkissa kaytetty aallonno-
peus jah,,;, on pienin etaisyys kahden solmun valilla laskentahilaksakissa tutkit-
tavissa ongelmissa CFL luku asetetaan arvoon 0.02, jonkatteena on minimoida
aikaintegroinnista syntyva virhe.

Laskennassa kaytetty DG ratkaisija on kirjoittu C++ ohjelmi&ielella ja rinnakkais-
tettu kayttden MPI ymparistod. Laskennan 2D esimerkit skdtu kayttden normaalia
toimisto PCta ja suurempi 3D simulaatio CS@onhi-supertietokoneella.

4.1 Aallon eteneminen maankuoressa

Ensimmaisena esimerkkina tutkitaan elastisen varahildgm etenemistd maankuores-
sa. Tutkittavan ongelman geometfiavoidaan esittdd muodossa

Q={zeR*|0 <z <4700, 0 < x5 < fi(z1)},

missaf;(z,) = 0.1763x; + 2000. Ongelman geometrian voi néhda kuvassa 1(a), jossa
on esitetty laskennassa kaytetty hila. Samantyyppistdezkkiongelmaa on tutkittu
esimerkiksi lahteissa [2, 8].

Mallinnusongelmalle asetetaan reunaehdot siten, eténvasikea- ja alalaita sisaltaa
absorpoivan reunaehdon ja edelleen kalteva téso {/18 rad) homogeenisen vapaa-
tuenta reunaehdofeng. traction-free boundary condition). Reunaehdot on tarkemmin
kasitelty viitteissa [1, 2]. Fysikaaliset parametrit ¢iselle aaltoyhtaldlle valitaan siten,
ettd P-aallon nopeus;,, = 3200 m/s, vastaavast$-aallon nopeus, = 1847.5 m/s ja
lopuksi tiheysp = 2200 kg/m?.

Esimerkissa kaytetaan lahteené vardhtelypulssia, jakataan tilavuuslahteena [2]
fl@,t)=(0 0 0 —sin(d) cos(f) )T g(t)-8(z —3) - p 4)

missadj(-) tarkoittaa Diracin deltafunktiota ja funktipmaaritellaar(Ricker wavelet)
g(t) = a1 (0.5 4 az (t — to)?) exp (as (t — tp)*) V', (5)

missda; = —2000 kg/(ms¥, a, = — (wfc)2 jaty = 0.08 s. Laskennassa asetetaan
keskitaajuudeksf. = 14.5 Hz ja lahdepisteeksi;, = (1725.18 m, 2273.73 m).

Kuvassa 1(a) on esitetty laskennassa kaytetty laskektavelKuvassa varisavyjakau-
ma nayttaa polynomi kantafunktioiden asteluvun jokagselementille. Kuvan 1(a) hila
sisaltda yhteensa 3589 elementtia, 1868 laskentasolmua—= 39.617 m ja hy. =
114.937 m (hax ON suurin etaisyys kahden solmun valilla laskentahilag&a)tafunk-
tioiden asteluvut on maaratty artikkelissa [8] esitettyfoksia kayttaen vaaditulle vir-
heelle0.25%.
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Kuva 1: Tydssa tutkittujen mallinnusongelmien laskerthKuvissa esitetty varisavy-
jakauma kertoo elementin kantafunktion asteluvun.

Kuvassa 2 on esitetty kahdella ajanhetkella vertikaalimgreuskomponetti, |. Ajan-
hetkistd ensimmaisesta = 0.4 s havaitaan kuinka pistelahde on kokonaan tuottanut
tulevan kentan. Toisaalta ensimmaisesta ajanhetkest@damihavaita, kuinka esimer-
kiksi voimakas pinta-aalto syntyy kaltevalle pinnalleisilla ajanhetkelld;, = 0.7 s
P-aalto on edennyt geometrian vasempaan laitaan ja edéléeitaan etta pinta-aallon
amplitudi ei laske alkuperaisesta.

t=0.40s t=0.70s
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Kuva 2: Vertikaalinen nopeuskomponeétti | kahdella ajanhetkell&. Tutkittava ajanhetki
on esitetty kuvien otsikossa.
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4.2 Palkin varahtely

Toisessa esimerkissa tarkastellaan varahtelyn eterieep@homogeenisessa valiainees-
sa. Kyseessa olevaa mallinnusongelmaa on tarkasteleeksgi [3]. Esimerkin geomet-
ria 2 koostuu kahdesta osasta (kts. kuva 1(b)), jotka on mégrgetraavasti

O = {ZeR’||zs] <0.35, |z1] + |za| < 0.05},
Qy = {.f' € R? ’ |.1'3‘ < 0.5, ‘.Tl‘ + ‘1’2’ < 025} \Ql

Ongelman reunaehdot asetetaan siten, etté pinta—0.5 sisaltdd epdhomogeneenisen
vapaa-tuenta reunaehdon, pinnalle= 0.5 asetetaan absorpoiva reunaehto ja kaikille
muille geometrian ulkoreunoilla homogeeninen vapaataiesunaehto. Lahdefunktio-
na epdhomogeeniselle vapaa-tuenta pinnalle kaytetdan

_. | sin(wt) joste |0,
g(t)_{ 0 mquIoi[n. } ’ 6)

missa kulmataajuus = 307. Esimerkissa systeemin (1) fysikaaliset parametrit on ase
tettu seuraavasti$-aallon nopeusc,,cs,) = (10,1), P-aallon nopeusc,,,c,,) =
(20,2) ja tiheys(ps, p2) = (1,1).

Kuvassa 1(b) on esitetty laskennassa kaytetty tetraeklkiveKuvan varisavyjakauma
nayttaa kantafunktion asteluvun jokaiselle elementiiga sisdltaa 49786 elementtia,
9683 solmuah,,;, = 0.0182 ja h,. = 0.0630. Kantafunktioitten asteluku on valittu
kiinnittden virheen arvoof.25% [9].

Kuvassa 3 on esitetty nopeuskomponentfj kahdella ajanhetkell§ = 0.0875 jaty, =
0.175. Ajanhetkista ensimmainen = 0.0875 havainnollistaa tilannetta, jossa reunalta
x3 = —0.5 tuotettu lahde on edennyt varahtelevan palkin reunallell&eh ajanhetki
to = 0.175 on valittu siten, etta se havainnollistaa palkissa sy tydrahtelyja.

t = 0.0875 t=0.175
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Kuva 3: Nopeuskomponenttii;| kahdella ajanhetkelld = 0.0875 (vasen) jat, =
0.175 (oikea).
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5

POHDINTA

Tydssa elastinen aaltoyhtélo ratkaistiin kayttden DG redm&a paikkaderivaattojen ja
CN menetelmaa aikaderivaattojen approksimointiin. Telogterusteella voidaan ha-
vaita, etta kaytdssa oleva kantafunktioiden asteluvuimteMriteeri toimii odotetusti.
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